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Resume. — Soit A une algebre d'Azumaya sur un corps. Notons G 
le groupe de ses automorphismes. Si X designe une variete homogene 
projective sous G, nous construisons explicitement, sous certaines hy- 
potheses, un fibre V sur S, ou S est une variete de Severi-Brauer (ge- 
nerahsee) associee a A, et un isomorphisme canonique entre X et une 
fibration en drapeaux de V. Ceci permet de calculer de maniere exphcite 
les groupes de Chow de X en fonction des groupes de Chow de S. 

Abstract. — Let A be an Azumaya algebra over a field. If G is the 
group of automorphisms of A and X denotes a projective homogeneous 
variety under G, we construct in a very explicit way and under suitable 
hypotheses a bundle V on S, where 5 is a (generalized) Severi-Brauer 
variety associated to A, and a canonical isomorphism between X and a 
fiag bundle on V. This allows to expHcitely compute Chow groups of X 
in terms of the Chow groups of S. 



1. Introduction 

Si une /c-variete projective X est supposee cellulaire, alors I'anneau de 
Chow gradue 0- CH*(X) est le Z-module libre sur les classes des adhe- 
rences des cellules de X (|17|). En particulier, les varietes de drapeaux 
deployees, c'est-a-dire les varietes projectives homogenes sous un groupe 
algebrique semi-simple deploye ont des groupes de Chow libres de type 
fini sur Z. II est alors legitime de vouloir etudier les groupes de Chow 
de varietes projectives homogenes non deployees. Considerons une telle 
/c- variete projective homogene X et supposons-la deployee sur une exten- 
sion L/k. Alors la fleche naturelle CH*(X) CR^Xl) permet de voir 
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que tout element de torsion de CH*(X) s'envoie sur 0, et en fait le noyau 
est exactement constitue d'elements de torsion (la formule de projection 
permet en effet de voir que la composee CH*(X) — ^ CH*(Xl) CH*(X) 
coincide avec la multiplication par le degre de I'extension L/k). 

Les groupes de Chow en codimension 1 sont connus (voir par exemple 
|27l lemme 5.1]). N. Karpenko a calcule les groupes de Chow en codimen- 
sion 2 des varietes de Severi-Brauer, cas particulier de varietes homogenes 
projectives sous PGL(y4) pour une algebre simple centrale A. Le calcul 
des motifs des varietes homogenes projectives sous un groupe G, forme 
interne d'un groupe de Chevalley se ramene dans certains cas au calcul 
de motifs de varietes homogenes projectives « plus simples »(i.e. : G/P 
ou P est un parabolique maximal) comme I'ont montre Calmes, Petrov, 
Semenov et Zainouline dans [5] . Le present article a pour but de calculer 
de maniere tout-a-fait explicite les groupes de Chow de varietes homo- 
genes projectives sous PGL„ en fonction des groupes de Chow de varietes 
de Severi-Brauer ou Severi-Brauer generalisees ( |23l definition 1.16]). 

2. Quelques notations et definitions 

Introduisons ici quelques notations et definitions que nous utiliserons 
par la suite. 

Nous utiliserons la theorie des algebres simples centrales que nous ap- 
pellerons aussi algebres d'Azumaya : 

Definition 2.1. — Notons ks une cloture separable de k. Soit A une 
fc-algebre. On dira que A est une algebre d'Azumaya s'il existe un entier 
r ^ 1 tel que 

A0kks = Mr{ks). 

Une telle algebre est de dimension r^, r est appele le degre de A. 

Si X est un schema, rappelons |13| qu'une algebre A sur X est une 
algebre d'Azumaya si, localement pour la topologie etale, A est isomorphe 
a J^r{Ox) pour un certain r. Si X = Spec(A;) est le spectre d'un corps, 
une algebre d'Azumaya A sur X n'est rien d'autre qu'une algebre simple 
centrale sur k. 

Definition 2.2. — Soient A une algebre d'Azumaya sur k de degre n 
et 1 ^ ii < . . . < ir ^ n des entiers. On notera par SBjj_ j^(y4) le k- 
schema representant le foncteur qui a une fc-algebre R associe I'ensemble 
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des r-uplets (/i, . . . ,/r) d'ideaux a gauche de A^^R, tels que A®kR/Ij 
soit localement libre de rang v? — nij et /i C . . . C Jr. 

Remarque 2.3. — Tout groupe algebrique G, forme interieure de type 
An-i s'ecrit PGL(y4) pour une algebre d'Azumaya A de degre n, et toute 
variete projective homogene X sur G s'ecrira SBj^ j^(y4) pour un entier 
r et un r-uplet {ii, . . . ,ir) [25, 5.2]. 

Remarque 2.4- — En particulier SBj(74) est une variete de Severi- 
Brauer generalisee |23l definition 1.16]. Par exemple, SBi(y4) coincide 
avec SB (A), variete de Severi-Brauer « habituelle », definie pour la 
premiere fois par Chatelet [7]. 

Remarque 2.5. — Si L/k est une extension de corps deployant A (un 
tel L existe d'apres le theoreme de Wedderburn, |23l theoreme 1.1]), 
alors SBj(A) (8)spcc(A,) Spec(L) est simplement une variete de Grassmann, 
d'apres |23[ theoreme 1.18]. 

Notation 2.6. — Soit V un /c-espace vectoriel de dimension n. Soient 
1 ^ ii < . . . < ij. ^ n des entiers. La variete de drapeaux sur V associee 
a la suite (1 ^ zi < . . . < v ^ ^) est notee Drap^^ j^(V"). C'est le k- 
schema representant le foncteur qui a une fc-algebre R associe I'ensemble 
des r-uplets {Vi, . . . , V^) de -R-modules de V ®kR tels que V ^kR/Vi soit 
localement libre de rang n—ij et Vi C . . . C Par exemple, ses L-points 
pour une extension de corps L/k sont Drapj^ = {Vi C . . . C 

Vr d V ®k L, pour tout j, Vj, L-espace vectoriel de dimension ij}. 

Definition 2.1. — Soient V un fibre de rang n sur un /c-schema X, et 
1 ^ 2i < . . . < V ^ n une suite d'entiers. On notera Drapj^ j^(V) le 
fibre en varietes de drapeaux associe k\^i\<...<ir^n defini 
comme suit : si U est un ouvert de X trivialisant V, on a le diagramme 
commutatif suivant dont le carre est cartesien : 

□ 

U -X 

On definit un fibre en varietes de drapeaux Eu sur U comme etant egal a 
(/)^^(Drapj^ ... X ?7). Pour tout ouvert \J trivialisant V, on construit 

ainsi un fibre en varietes de drapeaux Ey. II est evident qu'ils se recollent 
pour donner naissance a un fibre en varietes de drapeaux E sur X tel que 
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si U est un ouvert trivialisant V, on a : 8\u = 8u- Finalement, on pose : 
Drap,^,...,v(V)=^. 

Notation 2.8. — Si est une algebre d'Azumaya de degre ra, sur un 
schema X, et si 1 ^ ii < . . . < v ^ sont des entiers, alors on pent 
definir une fibration en varietes de drapeaux tordues SBj^ ... — X 
qui revient a etendre la definition [22] « en famille » (construction analogue 
a la definition I2.7p . Par exemple, si x G X est un point, alors 

Nous noterons SB(i3) = SBi(i3). 

3. Resultats 

Nous utiliserons les notations introduites en [2l Enongons le premier 
theoreme : 

Theoreme 3.1. — Soit A une algebre d'Azumaya sur k de degre n. 
Soient r>letl^ii<...<ir^n des entiers. Supposons ii = 1, 
alors il exists un fibre de rang n — 1, V sur SBjj(A) = SB (A), tel que 
I'on ait un isomorphisme : 

(V) 




SB (A) 

Si il est quelconque, on a le resultat general suivant : 

Theoreme 3.2. — Soit A une algebre dAzumaya sur k de degre n. 
Soient r > 1 et 1 ^ ii < i2 < ■ ■ ■ < ir ^ n des entiers. Fixons un 
s G {1, . . . ,t}. // exists deux algebrss dAzumaya st i3_ sur SBj^(A) 
ds dsgres rsspsctifs n — ig st ig tsllss qus I'on ait un isomorphisms : 

SB,,_UA) SB,,,..,,^_,(i3_) xsB,,{A) SB,^^,_,^,...,_,^(i3+) 



SB., (A) 
II admet pour corollaires 
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Corollaire 3.3. — Conservons les notations du theoreme \ 3.^ Si I'in- 
dice de A, indA, (cf. notation \4-^ ) est premier avec un des ij, disons 
is, alors la projection naturelle : 

SB,„...,,(A)--SB,,(A) 

est une fibration en produits de varietes de drapeaux non tordues. 

Corollaire 3.4- — Conservons les notations du theoreme \3.^ Si indA 
est une puissance d'un nombre premier et si {mdA,ii, . . . ,ir) = 1 alors 
il existe un s & {1 . . .r} tel que la projection naturelle : 

SB,„...,„(A)->SB,^(A) 

soit une fibration en produits de varietes de drapeaux non tordues. 



4. Preuve des resultats 

4.1. Espaces vectoriels sur un corps gauche - Annulateurs 

Rappelons un resultat classique de Wedderburn pour fixer les nota- 
tions : 

Theoreme 4-i (Wedderburn). — Si A est une algebre d'Azumaya 
sur k de degre n, alors il existe un corps gauche D sur k et un D-espace 
vectoriel a droite E, tels que 

A = EndB(^). 

L'anneau des D -endomorphismes de E opere a gauche sur E. 

Demonstration. — |23l theoreme 1.1]. □ 

Nous utihserons hbrement ce resultat dans la suite avec les memes 
notations. 

Notation 4- 2- — La dimension de D est necessairement un carre, sa 
racine carre sera I'indice de A, note indA. Si r est la D-dimension de E, 
alors le degre de A est egal a rd, oil d = ind A. 

Definition 4-3. — Soit A une algebre d'Azumaya sur k, de degre n. 
Soit I C A, alors on definit son annulateur a droite comme suit : 1° = 
{a E A, la = 0}. De meme, on definit son annulateur a gauche °/ = {a G 
A,al = 0}. 

Remarque 4-4- — Si / est un sous-ensemble quelconque de A, alors /° 
est un ideal a droite de A et °I est un ideal a gauche de A. 
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La proposition classique suivante est d'une importance cruciale pour 
mieux comprendre les objets utilises : 

Proposition 4- 5- — Soient D un corps gauche de centre k, E un D- 
espace vectoriel d droite de dimension finie et posons A = End£)(i?), 
algebra d'Azumaya sur k. L'application V Hom£)(i?/V, £') definit une 
bijection entre, d'une part, les sous-D-espaces vectoriels de E de D- 
dimension I et, d'autre part, les ideaux a gauche de A de k-dimension 
degAidegA — 1'm.dA). De meme, V Hom£)(i?, y) definit une bijec- 
tion entre d'une part les sous-D-espaces vectoriels de E de D-dimension 
I et d'autre part les ideaux a droite de A de k-dimension I deg Aind A. 

Demonstration. — |23l Proposition 1.12]. □ 

Remarque 4- 6- — Avec les notations precedentes, si d = indA = 
degD, n = deg A, et si r est la D-dimension de E (n = dr), alors le 
sous-D-espace vectoriel correspondant a un ideal a gauche J de A de 
fc-dimension ni (pour un certain i) est de D-dimension 

Corollaire >^.7. — Conservons les notations de la proposition. Si I 
est un ideal a gauche de A s'ecrivant Hom£)(£'/V", -E) pour un sous- 
D-espace vectoriel V de E, alors 1° s'identifie canoniquement a I'ideal 
Hom£)(i?, \^). De meme si I est un ideal a droite de A s'ecrivant 
Hom£)(£', V) pour un sous-D-espace vectoriel V de E, alors °I s'identifie 
canoniquement a I'ideal alors a gauche llomD{E /V, E) . 

Demonstration. — |23l Preuve de la proposition 1.14.] □ 
On en deduit : 

Lemme 4-8. — Si I est un ideal a gauche de A, alors = I. De 

meme si I est un ideal a droite de A, alors (°/)° = /. 

Demonstration. — |23| Proposition 1.14.] □ 

Lemme 4-9. — Soit A une algebre d'Azumaya sur k, de degre n. 

(i) Si I C A est un ideal a gauche de k-dimension ni alors 1° est un ideal 

a droite de k-dimension n{n — i). 

(a) Si I et J sont des ideaux a gauche de A de k-dimensions respectives ni 
etnj alors I°J = I°nJ est un sous-k-espace vectoriel de A de dimension 
(n - 



VARIETES HOMOGENES SOUS PGL 



7 



Demonstration. — On peut ecrire : A = End£)(£'). 

(i) La remarque 14.41 permet de voir que /° est un ideal a droite ; la pro- 
position [4]5] nous donne sa dimension. 

(ii) Si / = RomD{E/V,E) et J = RomD{E/W,E) ou V et W sont des 
sous-Z)-espaces vectoriels de E, alors 1° = }lomD{E,V), et un simple 
calcul permet de voir que 1° H J = I°J = llomD{E/W,V). Par suite 
(proposition 14.51) dim^ I°J = dim^ /° fl J = (n — □ 

Le lemme suivant est a rapprocher des propositions 1.15 et 1.20 de 

m 

Lemme 4-iO. — Conservons les notations de la proposition \4.5\ Si I 
est un ideal a gauche de A s'ecrivant }iomD{E /V, E) pour un sous-D- 
espace vectoriel V de E alors I°/I°I est canoniquement isomorphe a 
Hom£)(V, V). Si de plus, J est un ideal a gauche de A contenant I s'ecri- 
vant }iomi:){E/W,E), avec W C V alors I°J/I°I est canoniquement 
isomorphe a B.om£){V/W, V). 

Demonstration. — Si C -E, on a la suite exacte : 

^ V ^ E ^ E/V ^ 

et en appliquant le foncteur Hom£)(— qui est exact, on obtient la 
suite exacte suivante : 

RomDiE/V, V) HomD(^, V) HomD(V, V) . 

Puisque d'apres [491 RomniE /V. V) = PI, la suite exacte se reecrit : 

^ ri P ^ Hom^(V', V) ^ . 

Par suite : P /PI est canoniquement isomorphe a RouiDiy^V). 
Supposons que J = B.omD{E/W, E). Un raisonnement analogue applique 
a la suite exacte courte suivante 

V/W E/W E/V 

nous permet de voir que PJ/PI = RomDiV/W, V). □ 

Corollaire 4-11- — Soit A une algebre d'Azumaya sur k, de degre n. 
Si I est un ideal a gauche de A, alors on a un isomorphisme canonique : 



r/pi End^(r) 
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induite par I 'application x ^ {y ^ xy). De plus : ind(EndA /°) = indA 
( [23[ proposition 1.10]J. Le groupe I°/I°I est muni d'une structure d'al- 
gebre d'Azumaya sur k dont la classe est egale a celle de A dans le groupe 
Br(A;) et est de degre n — i si diiiifc / = ni. 

Demonstration. — On pent supposer que A = EndD(-E') avec les no- 
tations precedentes. / s'ecrit alors B.omD{E/V, E) pour un certain V. 
D'apres |23l proposition 1.12], B.omj:,{V,V) s'identifie canoniquement a 
End^(/°) = EndA{iiomj:,{E , V)) grace a la multiplication a gauche. L'as- 
sertion sur le degre est une consequence du lemme [49l □ 

Lemme 4-12. — Conservons les notations precedentes. Alors J/ J° J est 
canoniquement isomorphe d Y{om.£){E /W., E /W) et 1/ J°I est canonique- 
ment isomorphe d }lom.£,{E /V., E /W) . 

Demonstration. — La preuve est analogue a celle du lemme [4. 101 □ 

Corollaire 4-i3. — Soit A une algebre dAzumaya sur k, de degre n. 
Si I est un ideal d gauche de A, alors on a un isomorphisme canonique : 



induite par I'application x y-^ {y ^ yx). De plus : ind(EndA/°) = indA. 
Le groupe 1/1° I est muni d'une structure d 'algebre d'Azumaya sur k dont 
la classe est egale d celle de A dans le groupe Bi^k) et est de degre i si 
dim^ I = ni. 

Demonstration. — La preuve est identique a celle du corollaire 14. Ill □ 

4.2. Bijections 

La proposition suivante est la clef de la preuve du theoreme 13.11 : 

Proposition 4-i4- — Soit A une algebre d'Azumaya sur k. Notons n 
son degre. Soit I d A un ideal d gauche de k-dimension n. 
On a une bijection canonique : 



i/ri 



End^/ 
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Demonstration. — D'apres le lemme [49l dinifc J°I = {n — j), et done on 
a bien une fleche notee : 

I CJ CA I I W CPI 

J ideal a gauehe [ ^ W sous-espaee veetoriel 

dimfc J = nj j [ dim^ W = {n ~ j) 

Remarquons deja que I'existence de I force d = indA = 1. A est done 
deployee. D'apres le theoreme de Wedderburn, il existe un /c-espace vee- 
toriel E tel que Ton ait A ~ Eiadk{E). Par suite, grace au lemme [475l on 
dispose deV (Z E tel que / s'identifie a B.omk{E/V, E) via Tisomorphisme 
A ^ Endfc(i?). En particulier dim^ \^ = n — 1. Puisque dim.kE/V = 1, 
on a une bijection canonique : 

r U C Rom{E/V, V) 1 _J_^ ( U CV 1 

1 sous-espace veetoriel de dimension / J ^ 1 dinifc U = I f 



Par suite, le diagramme commutatif suivant permet de conclure : 



J 

I CJ cA 
J ideal a gauche 
dinifc J = nj 



KB 



w 

W CVCE 
W sous-espace veetoriel 
dinifc W = n — j 



W 

w c ri 

W sous-espace veetoriel 
dinifc W = n — j 



w 

W C Hom(E/V, V) 
W sous-espace veetoriel 
dinifc W = n — j 

f " 

W 

W cV 
W sous-espace veetoriel 
dinifc W = n — j 
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□ 

Remarque ^.15. — Notons la bijection de la proposition precedente. 
On pent donner une expression explicte de Avec les notations de la 
proposition, elle s'ecrit : 

W 1 f ^ 

w cri l^J I cJcA 

W sous-espace vectoriel | | J ideal a gauche 

dimfc W = {n — j) J dinifc J = nj 

W ^ XWA). 



En effet, si on note par ifj I'application ci-dessus, d'apres le lemme 14.41 
le fc-espace vectoriel "(lyA) est un ideal a gauche de A. Si J D / est de 
/c-dimension nj alors °{J°IA) =°(J°), car par simplicite de A, I'ideal I A 
etant bilatere et non vide, il est egal a A. Or °{J°) = J grace au lemme 
14.81 done ipi'Pi'J)) = J- Ainsi, puisque ip est un inverse a gauche de 
et puisque est surjective, alors pour tout W C /°/, I'ideal a gauche 
°{WA) contient / et est de fc-dimension n — j, done I'application ip est 
bien definie. 

Soit W un fc-espace vectoriel de I°I de fc-dimension n — j. On calcule 
(j){ij{W)) = {XWA)yi. D'apres le lemme SSI (PWW)) = WAI = WI. 
Or WI C W et done pour des raisons de dimension (p^ipiW)) = W. 

Lemme 4-i6. — Soit A une algehre d'Azumaya surk de degren. Soient 
r > 1 et 1 ^ il < . . . < ir ^ n des entiers. Soit Ii d A un ideal de k- 
dimension nii (i.e. : un point rationnel de S3i-^{A)). On a alors une 
bijection canonique : 

(j2,. ..,/,) ] r (J2,...j.) 

Ji c /2 c . . . c c A I _^ I J2 c . . . c c rjrji 

Ij ideal a gauche ( ^ | Jj ideal d gauche 

dimfc Ij = nij \ I dim^ Jj = {n — ii){ij — ii) 



Demonstration. — Posons B = EndA(/i) — -^r/-^i-^i(corollaire I4.1ip . 
C'est une algebre d'Azumaya sur k d'indice d = indA et de degre n — ii. 
Pour tout j, posons Jj = I^Ij/I°Ii. On a Jj C -B, et les Jj sont des 
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ideaux a gauche de B de /c-dimension (n — 
alors une fleche (h : 



ii) d'apres [49l On a 



2, 



h c h c . . . C Ir c A 
Ij ideal a gauche 



diniA. L 



mi 



(J2, . . . , Jr) 

J2 C. . . C J, C I^/I^h 
Jj ideal a gauche 
dimfc Jj = {n- - ii] 



On pent supposer que A = EndniE) pour un corps gauche D de di- 
mension (P sur k et un D-espace vectoriel a droite E de dimension 
r. Alors n = rd. Soit Vi C -E tel que Ii = B.om£i{E/Vi, E). Ainsi 
5 = EndA(/r) = A7A°A = Hom(Fi, Vi) {\emme\4A^. 

Le diagramme commutatif suivant dont les Heches verticales sont don- 
nees par la proposition 14.51 permet de conclure : 



(/2,. ..,/.) 
h C I2 C . . . C Ir C A 

Ij ideal a gauche 
dimfc Ij = nij 



(^2,...,K) 

E D D \/2 3 . . . D K 
Vj sous-espace vectoriel 
dims Vj = ^ 



( J2, . . . , Jr) 

J2 c. . . c J, c /i7/i°/i 

Jj ideal a gauche 
dimfc Jj = {n- ii){ij - ii] 



{W2,...,Wr) 

Wj sous-espace vectoriel 
dim^ Wj = ^"'^^^-fe-^^^ 



□ 



Remarque ^.i7. — Notons la bijection du lemme precedent. On pent 
decrire de maniere explicite sa bijection recriproque. Avec les notations 
du lemme, c'est I'application ij) suivante : 



(J2, . . . , Jr) 

J2 c . . . c J, c ll/llh 

Jj ideal a gauche 
dimfc Jj = {n- ii){ij - 



(/2, .../.) 

Jl C /2 C . . . C Jr- C v4 

Ij ideal a gauche 
dimfc Ij = nij 



{J2 



Jr) ^- 



(An^'iJ, 



ATT^'iJr)) 
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ou TTi est la projection A A/I^Ii. Tout d'abord pour tout j, An^ (J, 



J J 



est bien un ideal a gauche de A, et Ton a bien An^ ^( J2) C . . . C An^ ^(Jr)- 
Fixons un j G {2, . . . , r}, si est un ideal a gauche de A de fc-dimension 



m 



■J' 



alors An-^ = AI^Ij = Ij, car, par simplicite de A, AI^ 



A. Ainsi d'une part ip est un inverse a gauche de et d'autre part puisque 
est surjective, I'ideal A7r^^{Jj) est de fc-dimension nij des que Jj est 
de /c-dimension (n — — ii) et contient Ji. 

Soient J2, ■ ■ ■ , Jr des ideaux a gauche de I^/I^Ii de fc-dimension respec- 
tive {n — ii){ij — ii) tels que J2 C . . . C J,.. Pour tout j G {2 . . . r}, on a : 
lUA7r^\jj))/I^h = TTi\Jj)/nh puisque = A ; et 7rri( J,)/J°Ji = 
J,-. Ainsi 0(^(J2, • • • , ^r)) = (J2, • • • , ^r). 

De meme, on a : 

Lemme 4-lS. — Soit A une algebre d'Azumaya surk de degren. Soient 
r > 1 et 1 ^ ii < . . . < ir ^ n des entiers. Soit Ir C A un ideal de k- 
dimension nij. (i.e. : un point rationnel de SBj^(A)j. On a alors une 
bijection canonique : 

{II, . . . , Ir-l) 1 1 (Ji, . . . , Jr-l) 

h C ... C Ir-1 C Ir C A I ^ I Ji C . . . C Jr-1 C Ir/IjJr 

Ij ideal d gauche ( | Jj ideal a gauche 

dinifc Ij = nij J I dinifc Jj = ijir 



{Ij)j=l...{r-1) I ^ (Jj/j;jj)j=l...(r-l) 

Demonstration. — La preuve est analogue a celle qui precede. 
Posons B = End^(Jr) = Ir/I°Ir (corollaire l4.13p . C'est done une algebre 
d'Azumaya sur k d'indice d = indA et de degre v- Pour j ^ (r — 
1), posons Jj = Ij/I°Ij. La multiplication nous donne une action de 
Ir (a gauche) sur Ij. Cette action donne naissance a une action de Ir 
sur Jj puisque 7^/° = 0. Finalement, elle permet d'obtenir une action 
(multiplication a gauche) de B sur Jj. Ainsi Jj est muni d'une structure 
de 5-module. De plus, I'injection canonique Ij — > Ir nous donne une 
application Ij — ^ Ir/ Irh dont le noyau est ainsi on a une application 
injective Jj —>■ B. Cette injection est compatible avec la structure de B- 
module et nous appelerons encore Jj son image dans B. Ainsi, les Jj sont 
des ideaux a gauche de B de /c-dimension ijir d'apres [49l On a done une 
fleche (p : 



VARIETES HOMOGENES SOUS PGL 



13 



(Jl, . . . , Ir-l) 
he ... C Ir^l C Ir C A 

Ij ideal a gauche 



( Jl, . . . , Jr-l) 
Jl C ... C Jr~l C Ir/Irh 

Jj ideal a gauche 



dimfc Ij 



dinifc Jj = i^i. 



On peut supposer que A = EndD{E) pour un corps gauche D de 
dimension (f sur k et un D-vectoriel a droite E de dimension r. Alors 
n = rd. Soit K C -E tel que Ir = }iomj:,{E /Vr, E). On a alors B = 
EndA(J^) = Ir/I°Ir = B.om{E/Vr,E/Vr) (corollaireSISD. 

Le diagramme commutatif suivant dont les Heches verticales sont don- 
nees par la proposition 14.51 permet de conclure : 



(J2, . . . , Ir-l) 
h C ... C Ir^i C Ir C A 

Ij ideal a gauche 



dimfc Ij 



mi 



{Vi,...,Vr-l) 
E ...DVr 

Vj sous-espace vectoriel 

diuiD Vj = ^ 



( Jl, . . . , Jr-l) 
Jl C . . . C J^-i C Ir/Irh 

Jj ideal a gauche 
dim/c Jj = ijir 



{Wi,...,Wr-l) 
E/Vr DWiD ...D Wr-1 

Wj sous-espace vectoriel 



dim^) Wj 



ou TT est la projection naturelle : E E/Vr. 



□ 



Remarque 4-^9. — Ici aussi il est possible de donner une expression 
explicite de la bijection reciproque. Conservons les notations du lemme. 
La bijection reciproque s'ecrit : 



(Jl, . . . , Jr-l) 
Jl C . . . C Jr-l C Ir/Irlr 

Jj ideal a gauche 
dimfc Jj 



(/l, . . . , Ir-l) 
h C ... C Ir-l C Ir C A 

Ij ideal a gauche 
dimfc Ij = nij 



(Ji)j=l...(r-1) I ^ {AtT^ ^{Jj))j^i^^^^r-1) 

OU Tir est la projection canonique A A/{I°Ir). La preuve est analogue 
a celle donnee en I4.17[ 
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La proposition suivante est la clef de la preuve du theoreme I3.2[ 

Proposition 4-20. — Soit A une algebre d'Azumaya sur k de degre n. 
Soient r > 1 et ii < . . . < ir ^ n des entiers. Soit s e {1 . . .r}. Soit 
Is d A un ideal de k- dimension nis (i.e. : un point rationel de SBi^{A) ). 
L 'application : 



Remarque 4-21. — Les propositions et lemmes precedents s'etendent 
au cas ou A est une algebre d'Azumaya sur une /c-algebre R. En effet, les 
fleches introduites a la proposition 14.141 puis aux lemmes 14.161 et 14.181 
et enfin a la proposition 14.201 ont toujours un sens si A est une algebre 
d'Azumaya sur une fc-algebre R. II en est de meme de leur reciproque, 
donnees dans les remarques 14.151 14.171 et 14.191 

4.3. Preuve du theoreme 13.11 

Grace aux resultats du paragraphe precedent, on est en mesure de 
prouver le theoreme 13.11 : 

Demonstration. — Fixons 1 = ii < ^2 < • • • < V ^ ^ une suite d'entiers. 
Notons S = SBi^{A) = SB{A) et X = SBi^i^^,„^i^{A). Et posons, pour 
j > 1, Qj = (n — ij). Considerons I'application identite : S ^ S. Elle nous 
fournit de facto un S-point de 5* i.e. un element de S{S). II correspond a 



(/l, . . . , Is, . . . , Ir) 

T 

{{Ij/ Irlj)j=l..{s-l), {Islj/ ^L)j={s+l)-r) 



definit une bijection : 




Demonstration. 



Ce sont les deux lemmes precedents. 



□ 
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un faisceau d'ideaux I C A^k Os- Soit s un L-point de S, le diagramme 
suivant est commutatif 

Spec(L) S S ■ 



Or s correspond a un ideal a gauche de fc-dimension n, Ig de A ®k L, 
on a : Is = Is- Ou de maniere abusive : X/ = / en confondant I = Is et 
s, abus que Ton fera dans la suite si aucune ambiguite n'est a craindre. 
Comme nous avons defini I'annulateur de /, 1°, nous pouvons definir 
I'annulateur de X, X°. On considere alors le fibre sur S suivant : V = X°X. 
Pour tout point / de 5, on a : V/ = I°I. C'est un fibre vectoriel de rang 
n — 1 d'apres le lemme [49l 

Considerons la fleche suivante : 

Elle permet de definir pour toute fc-algebre R une application bijective 
(proposition |414| et remarque [421J) X{R) -> Drap„_j^ „_j2(V)(-R). Et 
par suite, elle correspond a un isomorphisme : 

X^Drap„_,^,,.„„_,^(V). □ 
4.4. Preuve du theoreme 13.21 

Demonstration. — Fixons 1 ^ < ^2 < • • • < V ^ ^ une suite d'entiers. 
Notons S = SBiXA) et X = SB,,,,,,„„,^(A). 

A partir du fibre X sur S defini dans la preuve du theoreme l3.2l definis- 
sons B+ = X°/I°I et i3_ = X/X°X. D'apres le lemme SlO] et le corollaire 
14.111 est une algebre d'Azumaya sur S de degre n — ig canonique- 
ment isomorphe a EndgX". De meme (14.121 et [4.131) . i3_ est une algebre 
d'Azumaya sur S de degre is canoniquement isomorphe a End^X. 

Considerons la fieche suivante : 

{II, ■ ■ ■ , Isy • • • ) Ir) 

{{Ijl Irlj)j=l-{s-l), {Isljl I°sls)j=(s+l)..r) 

Elle permet de definir pour toute /c-algebre R une application bijective 
(proposition 14.201 et remarque I4.2ip : 
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Et par suite, elle correspond a un isomorphisme 

4.5. Preuve du corollaire 13.31 

On est en mesure de prouver le corollaire 13.31 : 

Demonstration. — Ici Br(S) designe le groupe de Brauer de S, puisque 
5* est lisse sur k, S est un schema regulier. Alors, d'apres |14l corollaire 
1.10]la fleche naturelle d'evaluation 

Bt{S) -^BrkiS) 

est injective, ou k{S) designe le corps des fonctions de S. Or pour tout 
/, B+i = End^/" et B-i = End^i /. Ainsi, puisque mdAi^(^i)=l et que 
d'apres le corollaire 14.111 les classes de et de End^ 1° sont egales 

dans Br /?(/), est triviale dans BrS'. De meme, B- est triviale dans 
Br S. Ainsi les deux fleches suivantes 

SB,,„„,^_,(S-)^SB,^(A) 

et 

SB,,,_,^,...,_JS+)^SB,^(yl) 
sont des fibrations en varietes de drapeaux non tordues, et par suite 

SBi^,...,i^_^(i3_) xsB,^(A) SBi^^^_i^^...^i^_i^(S+) 
SB,, (A) 

est une fibration en produit de varietes de drapeaux non tordues. □ 

5. Calcul des groupes de Chow de fibres en drapeaux 
5.1. Partitions d'entiers. 

Definition 5.1. — Si n est un entier ^ 1, alors une partition de n 
(cf. [9], Paragraphe 2.1, definition A]) est la representation de n comme 
somme d'entiers ^ 1, sans consideration d'ordre dans la somme. Nous no- 
terons par p{n) le nombre de telles representations de n. L'entier P(n, m) 
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sera le nombre de telles representations avec exactement m termes dans 
la somme (on parlera alors de m-partition stricte de n), et p{n,m) le 
nombre de telles representations avec au plus m termes dans la somme, 
on parlera alors de m-partition de n : 

m 

p(n,m) = PjiT-, i). 

i=l 

Si de plus A est un entier, une (m, 74)-partition (resp. stricte) de n est 
une m-partition (resp. stricte) de n telle que chaque terme intervenant 
dans la somme soit inferieur a A. Nous noterons P{n, m, A) le nombre 
de telles partitions strictes , et p{n, m, A) le nombre de (m, A)-partition 
de n : 

m 

p{n, m, A) = Pin, i, A). 

i=l 

Remarque 5.2. — si A^ n alors P{n,m,A) = P{n,m). 
Pour des entiers n, m, A, on a : 

m 

p{n, m, A) = P{n, i, A). 

i=l 

Ainsi : 

P(n, m, A) = p{n, m, A) — p{n, m — 1,A). 

On dispose de plusieurs caracterisations pour les m-partitions ([9], de- 
finition B et theoreme A paragraphe 2.1]) : 

Remarque 5.3. — Soit n un entier ^ 1. Se donner une partition de n 
en exactement m termes (au sens de 15. ip est equivalent a se donner une 
solution de 

( yi> ■■■>ym > 1, 
\ yi + ... + ym = n. 

Et cela est encore equivalent a se donner une solution de : 

Xi , . . . , Xn ^ 0, 

Xi + 2x2 + ■ • ■ + nxn = n, 

Xi + X2 + . . . + Xn = m. 

On a des caracterisations semblables pour les (m, y4)-partitions : 
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Remarque 5.4- — Soient n,m,A ^ 1 des entiers. Se donner une 
(m, y4)-partition stricte de n est equivalent a se donner une solution du 
probleme suivant : 

( A^y^^ ...^Vm > 1, 
\ yi + ...+ym = n. 

Ceci est encore equivalent a se donner une solution du probleme suivant : 

Xi , . . . , x^ ^ 0, 
Xi + 2x2 + • • • + Ax A = n, 
Xi + X2 + ■ ■ ■ + xa = tn. 

Lemme 5.5. — Soient n,m, A ^ 1 des entiers. 

(i) P{n, m, 1) = 1 si m = n et sinon, 
p{n, m, 1) = 1 si n ^ m et sinon. 

(ii) P{n, 1,A) = 1 siA^n, 
p{n, 1,A) = 1 si A^ n. 

(iii) 

P{n, m,A)'^l <^=^ m ^ n ^ mA 

et 

p{n,m,A) ^ 1 <^=^ n ^ mA. 

Demonstration. — Supposons n,m,A ^ 1 donnes. Les assertions (i) et 
(ii) sont evidentes. Pour (iii), P{n,m,A) ^ 1 signifie que Ton dispose de 
m entiers compris entre 1 et A, disons xi, . . . ,Xm tels que n = xi+. . .+Xm- 
Necessairement, on doit avoir m ^ n ^ mA. Inversement, si Ton suppose 
que m ^ n ^ mA, il est immediat de voir que P{n,m,A) ^ 1. Pour 
p{n, m, A), il suffit de remarquer que p{n, m, A) = Yl^i Pi.''^^ h^)- D 

Le theoreme suivant est une generalisation du theoreme B du para- 
graphe 2.1 de [9]. 

Theoreme 5. 6. — Soient n, m, A ^ 1 des entiers tels que n > m, m > 
1 et A > 1. Alors on a : 

p{n, m, A) = p{n, m ~ 1,A) + p{n — m,m, A — 1) 

Demonstration. — L'entier p{n, m, A) est le nombre de solutions du pro- 
bleme suivant : 

Xi , . . . , Xyi ^ 0, 

xi + 2x2 + • • • + Axa = n, 
xi + X2 + . . . + Xa ^ m. 
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Or ces solutions se decomposent en 2 groupes, celui consistant en les 
solutions telles que xi + . . . + xa = rn et celui consistant en les solutions 
telles que xi + . . . + xa < m. Dans le second groupe, il y a exactement 
p{n,m — 1,A) elements. II reste done a connaitre le cardinal du premier 
groupe. Or se donner une solution de : 

Xi,...,XA ^ 0, 

Xi + 2x2 + • • • + Ax A = n, 
xi + X2 + . . ■ + xa = m 

est equivalent a se donner une solution de : 

( A^yi^ ...^Vrr, ^ 1, 
\ yi + ...+ym = n, 

qui est equivalent a se donner une solution pour s ^ m de : 

( A-l^y^^ ...^ys ^ 1, 

\ yi + ... + ys = n-m. 

Done le cardinal du premier groupe est p{n — m,m, A — 1). □ 



Corollaire 5.7. — [Hi Paragraphe 2.1, Theoreme B] Pour des entiers 
n,m ^ 1 tels que n > m et m > 1, on a : 

p{n, m) = p{n, m — 1) + p{n — m, m). 



Demonstration. — II suffit de prendre A assez grand dans le theoreme 
precedent. □ 

Le theoreme suivant est une variante du theoreme d'Euler calculant 
la fonction generatrice de P(n). II est a rapprocher du theoreme A du 
paragraphe 2.2 de [9]. 



Theoreme 5.8. — Fixons un entier A G N*. La fonction generatrice 
de P{n,m,A) (appartenant a Z[[x,y]]) est : 

^ 1 

1 — xy^ ^-^ 
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Demonstration. — Developpons le produit : 

A ^ A 



^ 1 



1=1 ^ 1=1 ji^O 



Vi = 1 . . . r 



_ ^ ^ ^xx+...+XAyX\+2x2+-..^AxA 

Xl,...,XA 

II suffit alors de considerer les differentes caracterisations des partitions, 
voir la remarque I5.4[ □ 

Definition 5.9. — Soit n ^ 1 un entier. Soient r ^ 1, rrii. . . .rrir et 
Ai, . . . , Ar 2r entiers, une ((mi, Ai), . . . , {rur, Ar))-partition stricte de n 
est une solution du systeme en les i/ij suivant : 

Ai ^ Vi^i ^ . . . ^ yi,m, ^ 1 
yi,i + • • • + yi,m, = Ui 

ni, . . . ,nr ^ 
ni + . . . + Ur = n 

Nous noterons Q{n, (mi, Ai), . . . , (m^, Ar)) le nombre de telles partitions. 
L'entier q{n, (mi, Ai), . . . , (m^, A^)) sera le cardinal des (si, Ai), . . . , (s^, 
partitions striates de n pour Si ^ mi,...,Sj. ^ m,., i.e. le nombre de 
solutions du probleme suivant : 

\ yi,i + ■■■ + yi,mi = rii 

rii, . . . ,nr ^ 
111 + . . . + rir = n 

On parlera alors de ((mi, Ai), . . . , (m^, y4r))-partition de n. 

Notation 5.10. — Pour des entiers m, A, on notera n^m^A) la distribu- 
tion associee a la fonction p : 

N ^ N 

i ^ T^{m,A){^) = p{i,m,A). 

Rappelons la definition du produit de convolution : 

Definition 5.11. — Soient f,g deux fonctions sur N. Le produit de 
convolution est la fonction sur N definie de la fagon suivante : 

N N 

n ^ (/*^)(^) = Er=o/(^-0^(0- 
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Remarque 5.12. — Reprenons les notations de la definition prece- 
dente. Si Ton definit les deux series formelles (appartenant a I'anneau 
Z[M]) : 

G{t) = Endinr 

ou Vn, f{n),g{n) G Z. Alors la serie produit FG (i.e. le produit de F et 
G dans I'anneau Z[[t]]) est exactement : 

n 

Remarque 5.13. — L'operateur ★ est associatif et commutatif et I'ele- 
ment unite est la fonction qui vaut 1 en et ailleurs. 

Le theoreme suivant permet de calculer les fonctions q a partir des 
fonctions p : 

Theoreme 5.14- — Soient r ^ 1 et (mi, Ai), . . . , (m^j^r) des entiers. 
Alors : 

q{-, (mi, A), ■ ■ ■ , {rrir, A)) = T^{mi,Ai) * ■ ■ ■*'^{mr,Ar) 

c'est-a-dire la distribution associee a q(—,(mi,Ai),...,(mr,Aj.)) est le 
produit de convolution des distributions associees d p(—,mi, A^) . 

Demonstration. — Fixons un n. Pour r = 1, c'est clair, puisque 
q{n, {nil, Ai)) ^ p{n,mi,Ai). En effet, Tr(mi,Ai){ni) ^ p{ni,mi,Ai) est 
exactement le nombre de solutions de : 

Ml ^ 1/1 ^ • • • ^ l/m > 0, 

\ yi + ...+ym = ni. 

Supposons done r ^ 2. g(n, (mi, Ai), . . . , {rrir, A^)) compte le nombre 
de solutions de : 

' Ml ^ yi,i > yi,rm > 
\ 2/1,1 + • • • + 2/i,mi = ni 

' ( Ar^ yr,l > yr,mr > 

\ Ur,! + ■ ■ ■ + yr,mr = 

rii, . . . ,nr ^0 
^ rii + . . . + rir — n 
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autrement dit, cet entier compte les solutions de : 
' ' f A,^ 1/1,1 ^ . . . ^ 1/1,^, ^ 

yi,i + ■ ■ ■ + yi,mi = ni 

Ar ^ Vr-l,! > > yr,mr-i > 
Vr-l,! + • • • + yr-l,mr-i — 
111, . . . , rir-i ^ 
111 + ... + rir-i = m 

Ar ^ yi,r > y\,mr > 

yi,r + ■ ■ ■ + yi,mr = T^r 

rir ^ 
m + rir-i = n 

Done 

q{n,{mi,Ai),...,{mr,Ar)) = 

ErUi Sm=i 7r(m,,AoK) X g(m, (mi, Ai), . . . , (m^_i, A_i)) x Xn("^ + nr 

ou Xn est la fonction caracteristique de n qui vaut toujours sauf en n 
on elle vaut 1. Le resultat est alors acquis par recurrence sur r. □ 

Remarque 5.15. — Dans la suite, on ecrira y = {A ^ yi . . . ^ ^ 
0) pour designer une solution du probleme suivant : 

A^yi;? ...^y^ ^ 
yi + ... + ym = n 

Et on ecrira \y\ pour yi + . . . + ym- Done, y = {A ^ yi ^ . . . ^ ym ^ 0) 
est une (m, A)-partition de \y\. 

5.2. Fibration en grassmanniennes. 

Definition 5.16. — Soit A = (Ai ^ . . . ^ Xa) une partition. Soient q 
pour i ^ 1 des indeterminees. On definit le polynome de Schur corres- 
pondant : 

Aa(c) 

en posant c„ = si n < 0, et cq = 1. 



AAi,...,Arf(c) = det(cA,+,-i) e Z[ci,i e N* 



Notation 5.17. — Soit £ un fibre vectoriel de rang n sur une variete 
X. Soit d un entier plus petit que n, posons Y = Drap^(£^), le fibre en d- 
grassmanniennes associe a S. Notons / la projection Y ^ X. On dispose 
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d'une suite exacte universelle : 

S f*{S) Q 

ou S est le sous-fibre tautologique de rang d, et Q le fibre quotient tau- 
tologique de rang n — d. On pose pour i ^ : 

Ci = Q{Q-nS)) = c,{S) 

ou la fonction q est la i-eme classe de Chern Section 3.2] pour leur 
definition et proprietes). Pour une partition A = (Ai ^ A^), on 

notera si aucune ambiguite n'est a craindre le polynome de Schur 
(definition precedente) associe a ces valeurs de c,. 

D'apres Proposition 14.6.5], on a le resultat suivant (dit theoreme 
de la base) qui est une generalisation de la formule de Giambella 
Proposition 14.6.4]) : 

Proposition 5.18. — Si X est une variete sur k de dimension N, et 
E un fibre de rang n, alors pour d < n et k ^ d{n — d), il existe un 
isomorphisme canonique 

0;^CH'=-l^l(X) ^ CH'=(SBd(^)) 
ax ^ Ax.f*iax) 

ou, la somme est prise sur toutes les partitions A = (Ai ^ . . . ^ A^) telles 
que n — d ^ Xi ^ . . . ^ ^ 0, et Ax a ete definie precedemment. 

Corollaire 5.19. — Avec les notations de la proposition precedente, on 
dispose d'un isomorphisme : 

k 

CH'^(Draprf(^)) ^ CH'^-XX)^^^''^'"-'^) 

i=0 

oil la fonction p a ete definie au paragraphe precedent. 

Demonstration. — II suffit de remarquer que le nombre de partitions 
A = (Ai ^ . . . ^ Xd) avec n — d^Xi^...^Xd^O avec |A| = i pour un 
i donne est exactement le nombre de {d,n — (i)-partitions de i. □ 

Lemme 5.20. — Soient S une k-variete et 8 un fibre vectoriel de rang 
n sur S. Soient r ^ 1 1 ^ Zi ^ . . . v+i ^ ^ des entiers. Posons Y = 
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Drapj^^ et X = Drapj^_ Alors il existe un fibre vectorielW 

sur X de rang n — ir tel que Von ait le diagramme commutatif suivant : 

Drap,^,...,,^^^(^) ^ Drap,„^^_,„(>V) 




S 



Demonstration. — On dispose sur Drapj^(£^) du fibre tautologique Vr tel 
que pour tout W e Drapj^(£), on ait {yr)w = W (la construction est 
la meme que dans la preuve du theoreme 13.11) . Notons vr^ la projection 
naturelle Drap^^ — > Drapj^(£) et tt la projection Drap^^ — > 
S. On a une inclusion n*Vr 'k*£. Alors on construit le fibre vectoriel W 
sur Drapj^ comme etant le quotient, i.e. tel que la suite suivante 

soit exacte : 

^ K'^r ^ TT*^ ^ W ^ 0. 

Ainsi, pour tout (Vi,...,K-) G X, yV{y^^,„y^) = £n{Vi,...,Vr)/'^r- VV est 
done un fibre de rang n — ir. 

L'application (Vi, . . . , ^ fournit done pour toute k- 

algebre R une application : Drap,^ j^^^(£^)(-R) Drapj^^^_j (W)(-R). 
Cette application correspond a un isomorphisme : 

Drap,^,...,v+i(^) — Drap,^^^_,^(W). □ 

5.3. Fibration en varietes de drapeaux 

En iterant le lemme 15.201 on obtient la proposition suivante : 

Proposition 5.21. — Si S est une variete sur k, £ un fibre de rang n 
sur S , r ^ 1 un entier, et 1 ^ ii < . . . < ir ^ n une suite d'entiers, alors 
pour tout k , on a un isomorphisme : 

Cii'{BT^P.,,^_,X£))^ CH^-I^^I--I^'I(5) 

ou la somme est prise sur toutes les partitions Xg = {n — ig ^ \s,i ^ 
• • • ^ Xs,is-is-i ^ 0) pour s G {1, . . . , r}, en definissant io = 0. 
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Demonstration. — Posons Xq = S, et pour s G {1, . . . ,n}, Xg = 

D'une part, Xi Xq etant par construction meme une fibration en 
grassmanniennes, on a, d'apres la proposition 15. 181 un isomorphisme : 



Ai 



ou la somme est prise sur toutes les partitions Ai = (Ai i ^ . . . ^ -^i.n) 
telles que n — ii ^ Ai i ^ . . . ^ Ai ^ 0. 

D'autre part, d'apres le lemme [5?20l pour tout s G {2 . . . r}, la projection 
naturelle Xg — * Xg-i est une fibration en grassmanniennes, i.e. : il existe 
un fibre vectoriel Ws sur X^-i de rang n — ig-i tel que le diagramme 
suivant soit commutatif : 



Xs Drap,^_,^_^(W.) 




Xs-l 



et ainsi d'apres la proposition 15.181 on a un isomorphisme : 



CH^(X,)^0CH'^-l"^l(X,_i) 

A, 



OU la somme est prise sur toutes les partitions A^ = (As,i ^ . . . ^ 
K,is-is~i) telles que n - ^ Xs,i ^ • • • ^ Kis-is-i > 0- 
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Par recurrence, il suffit alors de considerer le diagramme commutatif 
suivant : 



r-2 



X, Drafts (Wi) 

^0 

En particulier Wi = £. Done on obtient un isomorphisme : 
CH'=(Drap,^,,,...,^(£:)) - CH'=-I^^I--I^'-I(5) 

Al ,...,Ar 

ou la somme est prise sur toutes les partitions = {\s,i ^ • • • ^ 
\s,is-is-i) telles que n-ig^ As,i ^ . . . ^ ^ Pour s = 1,. . .,r, 

en definissant io = 0. □ 

Corollaire 5.22. — Conservons les notations de la proposition prece- 
dente, on a un isomorphisme : 

k 

CH^(Drap,^,,,,...,^(£:)) ^ 0(CH'=-^(5))"^ 

oil rii = q{i, {ii,n — ii), {12 — ii, n — ^2), . . . , — ir-i-i n — ir)) (la fonction 

q est defime au paragraphe precedent). 

Demonstration. — II suffit de remarquer que pour un i donne, le nombre 
d'occurrences de i dans la somme |Ai| + . . . + |Ar| pour toutes les partitions 
As = (As,i ^ . . . Xs,i,-i,_i) telles que n - is ^ Xs,i ^ ■ ■ ■ ^ K,is-is-i ^ 
0) pour s G {!,..., r} est exactement le nombre de {{ii,n — ii), (^2 — 
ii,n — {2), . . . , {ir — ir-i-i IT- ~ ir))-partitions de i. Done il y a exactement 
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q{i, (zi, n — ii), {12 — ii, n — ^2), • • • , — V-i, n — ir)) occurrences de i 
dans la somme. □ 

5.4. Fibration en produit de varietes de drapeaux. 

Ici encore, il s'agit d'une consequence du lemme [5?20l 

Proposition 5.23. — Soient S une variete sur k, S- et deux fibres 
vectoriels sur S de rang n„ et respectivement, 1 ^ s ^ r ^ deux 
entiers, et 1 ^ ii < . . . < is ^ et 1 ^ is+i < . . . < i,. ^ n+ deux 
suites d'entiers. Posons X = Drapj^^ et Y = Drap^^^^^ 

Alors pour tout k, on a un isomorphisme : 

Ai ,...,A,. 

oil la somme est prise sur toutes les partitions : 

Ai = (n_ - il ^ Ai,i ^ . . . ^ Ai,i, ^ 0) 
A2 = {n- -%2> A2,i ^ . . . ^ A2,i2-ii ^ 0) 

K = {n- -is> K,i ^ • • • ^ K,is-is-i ^ 0) 
As+i = (n^ — is+i) ^ As+1,1 ^ . . . ^ As4.i^i^_|_i ^ 0) 

= {n+ — is+2 ^ ^ • • • ^ As+2,is+2-is+i ^ 0) 

Ar = {n+ -ir^ \,i ^ • • • ^ Ar,i^_i^_i ^ 0). 
Demonstration. — Considerons le carre cartesien suivant : 

X XsF — X 

Try □ 

' fv 

Y — 

Alors il suffit d'appliquer la proposition 15.211 aux deux fibrations en va- 
rietes de drapeaux :X— S'S'etXxgF-^X. □ 

Corollaire 5.24. — Conservons les notations de la proposition prece- 
dente. On a un isomorphisme : 

oil Hi = q{i, {12-11,71^-12), {is-is-i,n--is), {is+i, n+- 

is+i), {is+2 - is+i,n+ - is+2), ...,{ir- V-i, - v))- (la fonction q a ete 
definie au paragraphe precedent) . 
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Demonstration. — La preuve est analogue a celle du corollaire l5.22[ □ 

6. Applications 

6.1. Groupes de Chow des varietes de drapeaux tordues 

Grace aux resultats sur le calcul des groupes de Chow des varietes de 
drapeaux du paragraphe precedent, au theoreme 13.11 et aux corollaires 
13.31 et 13.41 on est en mesure de calculer de fagon explicite les groupes de 
Chow des varietes tordues sous quelques hypotheses. 

6.1.1. Cas ii = I 

Si Ton est sous les hypotheses du theoreme 13.11 : 

Proposition 6.1. — Soient A une algebre d'Azumaya sur k de degre n 
et 1 ^ ii < . . . < ir ^ n des entiers. On suppose que ii = 1. Alors on a 
un isomorphisme : 

CH'=(SBi,,,...,i,.(^)) ^ CH'=-I^'-1--1"^I(SB(A)) 

Xr,...,X2 

oil la somme est prise sur toutes les partitions As = {\s,i ^ • • • ^ 
A5,v_,+3-v-.+2) tdles que ir-s+2 - 1 ^ A^.i ^ ... ^ \s,ir-s+3-^r-s+2 ^ 
pour s G {2, . . . , r} en posant i^+i = n, et un isomorphisme : 

k 

CH'=(SBi,,,...,,^(A)) ^ 0CH'=-*(SB(A))"' 

1=0 

avec rii = q{i, (v+i - V, V - 1), - V-i, V-i - 1), • • • , (^3 - ^2,^2 - !))• 

Demonstration. — C'est I'application de la proposition 15.211 et du co- 
rollaire 15.221 a un fibre de rang n — 1 sachant le resultat du theoreme 
[331 □ 

6.1.2. Sous les hypotheses du corollaire \3.3[ 

Proposition 6.2. — Soient A une algebre dAzumaya sur k de degre 
n et 1 ^ ii < . . . < ir ^ n des entiers. Conservons les hypotheses du 
corollaire \3.S[ Alors on a un isomorphisme : 

CH^(SB,,,,,...,,(A)) ^ CH'=-l^^l--^--l^'l(SB,^(A)) 
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ou la somme est prise sur toutes les partitions 



Ai = 


{is 


- k 


> Ai,i ^ . 


• . > > 0) 




A2 = 


{is 


- k 


> A2,l > . 


. . ^ A2,.,-n > 0) 




As-i = 


{is 


- is- 


-1 ^ As_i^i 


^ . . . ^ As_i,j^_i_i, 




As+i = 


{n 


- is^ 


hi ^ As+1,1 


^ . . . ^ As+i,i^_^^_i^ 


^0) 


As+2 = 


{n 


- is- 


h2 ^ As_|_2,l 


^ • • • ^ As+2,is+2-is- 




Aj- = 


{n 




> A^,i ^ . . 


• ^ A,,,,,_,,_, ^ 0). 





De plus, on a un isomorphisme : 

k 

CH^(SB,,,„...,,(A)) ^ 0CH^-(SB,^(A))"' 

OM ni = {ii, is - (22 - «i, «s - ^2), • • • , {is-i - is-2, is - is-i), {is+i - 
is, n - is+i), {is+2 - is+i,n - is+2), • • • , (ir - V-i, n - ir)). 

Demonstration. — C'est I'application de la proposition 15.231 et du corol- 
laire 15.241 sachant les resultats du theoreme 13.21 et du coroUaire 13.31 □ 

Remarque 6.3. — Si Ton est sous les hypotheses du corollaire [X4l alors. 
avec les memes notations, on dispose d'un s G {1, . . . ,r} tel que le co- 
rollaire 13731 puisse s'appliquer. Et par suite, la proposition precedente est 
encore valable avec ce s. 

Remarquons que Ton a no = 1. Ainsi, dans les deux propositions pre- 
cedentes (16.1! et 16. 2p , pour un k donne, il existe des entiers rii tels que 
Ton ait un isomorphisme : 

ou X est la variete de drapeaux consideree et 5* la base sur laquelle on 
projette (SB(A) ou SBj^(74)). Et, par suite, on a : 

Corollaire 6.4- — Plagons-nous, soit dans les hypotheses de la propo- 
sition \6.1\ soit dans celles de la proposition \6.2i Notons X la variete de 
drapeaux consideree et S la base (variete de Severi-Brauer) sur laquelle 
on projette. Soit k un entier. Si les groupes de Chow de S n'ont pas de 
torsion en codimension plus petite que k, alors il en va de meme pour 
ceux de X , et la reciproque est vraie. 
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6.1.3. Calcul a partir d'une variete de Severi-Brauer 

Fixons une algebre d'Azumaya A sur k de degre n. Soient 1 ^ zi < 
... < ir ^ n des entiers. Supposons que {ind A,ii, ... ,ir) = 1. Posons 
X = SBj^^...^i^(y4) et S = SB (A). On souhaite calculer les groupes de 
Chow de X a partir de ceux de S*. Si ii = 1, alors la proposition 16.11 
permet de voir que les groupes de Chow de X se calculent explicitement 
a partir de ceux de 5*. Supposons done desormais que 1 < zi. Posons 
Y = SBi j^(y4). Considerons le diagramme suivant : 



ou la fleche / est I'application (/, Ji, . . . , J^) ^— (Ji, . . . , Ir). 

Lemme 6.5. — V application f : Y ^ X est une fibration en espaces 
projectifs. 

Demonstration. — L'application / est une fibration en varietes de Severi- 
Brauer. Puisque (ind A,ii, . . . ,ir) = 1, alors I'image de la classe de A dans 
Br(A;(X)) est triviale (cf |25l (5.11)]). En outre, la classe de A et celle de 
i3_ ont meme image dans Br(fc(X)). On en deduit alors que la classe de 
S_ est triviale. □ 

On a done, pour un entier k, les deux isomorphismes suivants : 



CH^(F) ^ ^^-^ CH'=-^(X) et CH^(y) CH^-^S)"' 



avec rii = q{i, {n — ir, v ~ 1)? (v ~ V-i, V-i ~ 1), • • • ? (^2 ~ H ~ !))• La 
seconde equation resulte simplement de la proposition 16.11 Quant a la 
premiere equation, il s'agit de la formule classique du calcul des groupes 
de Chow d'un fibre projectif en fonction des groupes de Chow de sa base 
(cas particulier de la proposition 15.181) . 
On a done la proposition suivante : 

Proposition 6. 6. — Pour tout k on a une suite exacte : 



®^ CH'^-^-'(S)"' ®i CYi^-\SY^ CH'=(X) 0. 



Demonstration. — On a en eff'et une suite exacte pour tout k : 



Y 




S 



X 







CH'=-^(r) 



CH^(F) 



CH^(X) 



. 



□ 
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Remarque 6.7. — Ainsi CH''(X) s'identifie a un quotient du groupe 
par ©,CH^'"^"^(5)"% mais I'injection 

n'est pas simple et fait intervenir les polynomes de Schur lies a la fibration 
Y -^X. 

On pent en deduire aisement le corollaire suivant : 

Corollaire 6.8. — Conservons les memes notations. Soit k un entier. 
Si les groupes de Chow de S n'ont pas de torsion en codimension plus 
petites que k, alors il en va de meme pour ceux de X , et la reciproque est 
vraie. 

6.2. Exemple : CH^ sans torsion 

Remarque 6.9. — Supposons que X S soit une projection de k- 
varietes telle qu'il existe des entiers n/c j, de sorte que pour tout k, on ait 
un isomorphisme : 

Alors, si les groupes de Chow de S en codimension ^ ko n'ont pas de 
torsion, alors les groupes de Chow de X en codimension ^ fco n'ont pas 
de torsion. 

Proposition 6.10. — Si X est une variete projective homogene sous un 
groupe lineaire, alors CH°(X)tors = CH"'^(X)tors = 0. 

Demonstration. — Pour le CH° le resultat est clair. Pour le CH\ il suffit 
de remarquer que CH^ X = PicX. Or d'apres |27l lemme 5.1], on a une 
suite exacte : 

PicX Pic(Xfcjr 

Oil kg Gst une cloture separable de /c et P le groupe de Galois absolu de 
k. Ainsi, CH^ X est sans torsion. □ 

D'apres Karpenko (|21|). on a : 

Proposition 6.11 (Karpenko). — Si A est une algebre d'Azumaya 
sur un corps k, dont Vindice coincide avec son exposant, alors 

CH2(SB(A))tors = 0. 
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Proposition 6.12. — Si A est une algebre d'Azumaya de degren, dont 
I'indice coincide avec son exposant et 1 = ii < . . . < ir ^ n alors 
CH^(SBjj^j2^...^i^(yl))tors = 0. 

Demonstration. — Sachant que pour i ^ 2, 0^(5*5 (A) )tors = 0, il suffit 
d'appliquer la remarque du debut de section. □ 

6.3. Exemple : varietes de drapeaux complets et torsion dans 

les Cff , i ^ 2 

Commengons par enoncer un resultat de Karpenko : 

Proposition 6.13 (Karpenko). — Soit e un entier non divisible par 
un carre. Alors il exists une algebre dAzumaya A d' exposant e dont 
CH2(SB(A))tors est d'ordre e. 

Demonstration. — Corollaire 5.2 du chapitre 1 de |22| . 

□ 

Remarque 6.14- — Dans cette proposition, on pent en fait choisir A 
d'indice (et done de degre) aussi grand que Ton veut (proposition 5.1 
du chapitre 1 de [22j). La construction d'une telle algebre est faite dans 
I'exemple 4.12 du chapitre 1 de [22j . 

Examinons le cas des varietes de drapeaux complets. Soit A une al- 
gebre d'Azumaya sur k de degre n. Notons X = SBi_ ^(A) la variete de 
drapeaux complets. Alors, grace au theoreme 13.11 on dispose d'un fibre 
V de rang n — 1 sur SB (A) tel que 

SBi,2,...,„(A) Drapi,...,„_i(V) 

SB{A) 

et done par la proposition 16.11 on a un isomorphisme : 

CH^(X) ^ ©to(CH'=^^SB(A))"» 

avec Hi = q{i, {l,n — 1), . . . , (1, 2), (1, 1)). L'entier Ui compte le nombre 
de solutions de : 

\ Xi + . . . + Xn-l = i 

done pour tout i G {0, . . . , n- ^ i. Ainsi : 
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Corollaire 6.15. — Soit e un entier non divisible par un carre. Pour 
tout entier k ^ 2, il existe une algebre d'Azumaya A d'exposant e et 
une variete homogene X sous PGh{A), telles que CH'^(X) contienne un 
sous-groupe cy clique d'ordre e. 

Demonstration. — Siipposons que A soit tine algebre d'Azumaya d'ex- 
posant e telle que CH^(SB(A))tors soit un groupe cyclique d'ordre e. Si 
on pose X = SBi^2,...,n(^) ou n est le degre de A, alors d'apres ce qui pre- 
cede, CH*^(X) contiendra necessairement un sous-groupe cyclique d'ordre 
e des qu'il existera un i satisfaisant : 

k-i = 2 

■ ^ {n-l)n 
I ^ 2 ■ 

Un tel i existe si et seulement si : 

in — l)n 

Pour un k fixe, il suffit alors de prendre une algebre d'Azumaya A d'expo- 
sant e donnee par la proposition precedente et de degre n assez grand. □ 
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